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Introduccion

La Teoria de los Juegos no Cooperativos estudia y modela situaciones de conflicto entre
agentes economicos; es decir, estudia situaciones en las que los beneficios (ganancias,
utilidad o pagos) de cada agente econdémica dependen no s6lo de sus propios actos sino

también de los actos de las demas agentes.

Supondremos jugadoras racionales y, por tanto, cada una de ellas tratard de maximizar su
funcién de beneficios (utilidad o pagos) dadas sus conjeturas o creencias sobre como van a
actuar las otras jugadoras. El resultado del juego dependerd de las acciones de todas las

jugadoras.

Una caracteristica fundamental de los juegos no cooperativos es que no se pueden establecer
contratos entre las jugadoras que se hagan cumplir por terceros. Es decir, no existe una
institucion externa (p.e. tribunales de justicia) que sea capaz de hacer cumplir los acuerdos.
En este contexto, la cooperacion entre las jugadoras solo surgird como equilibrio o propuesta

de solucion si esta en el mejor interés de las jugadoras actuar asi.

Para cada juego trataremos de proponer una “solucién” que sea una prediccion razonable del

comportamiento racional de las jugadoras (OBJETIVO).

Nos interesa la T2 de los Juegos no Cooperativos porque es de gran utilidad para modelar y
comprender los problemas econdmicos multipersonales caracterizados por interdependencia
estratégica. Como ejemplo consideremos la competencia entre las empresas de una industria.
La competencia perfecta y el monopolio puro (en el sentido de no estar amenazado por la
entrada) son casos muy especiales y poco realistas. Lo frecuente es encontrarse en la realidad
industrias en las que existen pocas empresas (0 existen muchas pero un nimero pequefio de
ellas produce un porcentaje muy elevado de la produccion total). Cuando hay pocas empresas,
la competencia entre ellas estara mediatizada por consideraciones estratégicas: cada empresa
toma sus decisiones (precio, produccion, publicidad..) teniendo en cuenta o conjeturando el
comportamiento de las demas. Por tanto, la competencia en un oligopolio, claramente la
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podemos ver como un juego no cooperativo donde las empresas son las jugadoras. Asi,
muchas de las predicciones o propuestas de solucidén que provienen de la Teoria de Juegos
nos seran de gran utilidad para entender el comportamiento de las agentes econdmicas bajo

interaccion estratégica

En la seccion 1, definiremos las principales nociones de la Teoria de Juegos. Veremos que
existen dos formas de representar un juego: la forma extensiva y la forma normal o
estratégica. En la seccion 2, analizaremos los principales conceptos de solucion y los
problemas que presentan. Estudiaremos el equilibrio de Nash y los refinamientos. La seccién
3 estudia los juegos repetidos y, por ultimo, en la seccién 4 se presentan algunas

conclusiones.
1.1. Nociones fundamentales

Existen dos formas de representar un juego: la forma extensiva y la forma normal o
estratégica. Vamos a comenzar analizando los principales elementos de un juego en forma

extensiva.

1.1.1. Juegos en forma extensiva (dindmicos o secuenciales)

Un juego en forma extensiva especifica:

1) Las jugadoras.

2) El orden del juego.

3) Las elecciones factibles para una jugadora cuando le toca el turno (en cada nodo de
decision).

4) La informacion que tiene cada jugadora en cada uno de sus turnos de juego (nodos).

5) Los pagos para cada jugadora como una funcién de los movimientos seleccionados.

6) Distribuciones de probabilidad para movimientos de la naturaleza.

e B
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Un juego en forma extensiva se suele describir a través de un arbol de decision. Un arbol de
decision esta constituido por ramas y nodos. Hay dos tipos de nodos: nodos de decision y
nodos terminales. Hay que sefialar en cada nodo la agente que tiene que tomar la decision.
Cuando alcanzamos un nodo de decision, la agente de ese nodo tiene su turno y elige en qué
direccion ir. Cuando se alcanza un nodo terminal se producen pagos: un vector de pagos en

cada nodo terminal que nos dice lo que gana cada jugadora.

EJEMPLO 1: Juego de entrada

Consideremos una industria en la que hay una empresa establecida, A, y un entrante
potencial, B. En la primera etapa del juego, el entrante potencial decide si entrar o no en la
industria. Si decide no entrar el juego termina y se producen pagos (A obtiene el beneficio de
monopolio) y si decide entrar entonces le toca el turno a la empresa establecida, A, que tiene
que decidir si acomodarse a la entrada de B (repartirse el mercado) o comenzar una guerra de
precios mutuamente perjudicial. En forma extensiva el juego quedaria representado de la

siguiente forma:

(4, 4)

Jugadoras: By A.
Acciones: E (entrar), NE (no entrar), Ac. (acomodar), G.P. (guerra de precios).
Nodos de decision: o.
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Nodos terminales: 3.

(X, y): vector de pagos. x: pago para la jugadora B; y: pago para la jugadora A.

En cada nodo terminal se tienen que especificar los pagos de cada una de las jugadoras
(incluso aunque alguna de ellas no haya llegado “fisicamente” a jugar).

Supuestos:

(i) Todas las jugadoras tienen la misma percepcién de como es el juego.

(ii) Informacién completa: cada jugadora conoce las caracteristicas de las demas jugadoras:
preferencias y espacios de estrategias.

(iii) Memoria perfecta: cada agente recuerda todo lo que ha jugado.

Definicion 1: Conjunto de informacion
“Es la informacion de la que dispone cada jugadora en cada nodo de decisién que le

corresponde”.

Juego 1 Juego 2
En el juego 1, la jugadora 2 tiene diferente informacion en cada uno de sus dos nodos. En A,
si le toca jugar sabe que la jugadora 1 ha jugado | y en B que ha jugado D. Decimos que estos

conjuntos de informacién constan de un Unico nodo de decisién. En el juego 2, la jugadora 2
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tiene la misma informacion en sus dos nodos de decision. Es decir, el conjunto de

informacion constaria de dos nodos de decision.

Un juego en el que existen conjuntos de informacion de mas de un nodo se dice que es un
juego de informacion imperfecta: alguna de las jugadoras no observa los movimientos de la
otra o de las otras jugadoras. Abusando del lenguaje se suele llamar conjunto de informacion
al conjunto de nodos en los que una misma jugadora tiene que jugar en ausencia de

informacidn sobre el nodo concreto en el que se encuentra.

El hecho de que todas las jugadoras sepan el tipo de juego que estan jugando y el supuesto de
memoria perfecta limitan las situaciones en las que podemos tener conjuntos de informacion

con mas de un nodo.

() ()
() | ()
I
¢ ) g ()
D
2
() )
Juego 3 Juego 4

El juego 3 esta mal representado ya que no seria un juego de informacion imperfecta. Si la
jugadora 2 conoce el juego, cuando le toque jugar y se enfrente a tres alternativas
automaticamente deducira que se encuentra en el nodo superior. Es decir, el juego en forma

extensiva deberia ser como el del juego 4. Por tanto, si un conjunto de informacion consta de
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dos o méas nodos de decision, en cada uno de ellos el numero de opciones (acciones o

movimientos) debe ser el mismo.

()
()
(D)
1 ()
zx b &) \
() ()
Juego 5 Juego 6

El supuesto de memoria perfecta impide situaciones como la del juego 5. La jugadora 1
cuando le toca jugar en su segundo nodo de decision “recuerda” perfectamente lo que hizo en

el primero. La forma extensiva deberia ser como la del juego 6.

Definicion 2: Subjuego

“Lo que queda por jugar a partir de un nodo de decision, siempre y cuando lo que quede por
jugar no forme parte de un conjunto de informacion de dos o méas nodos. Al formar subjuegos
se miran partes del arbol de decision que puedan construirse sin romper ningin conjunto de
informacién. Un subjuego comienza en un conjunto de informacion de un Unico nodo de
decision y todos los nodos de decision de un mismo conjunto de informacion deben

pertenecer al mismo subjuego.”
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EJEMPLO 2: El dilema de la prisionera

Dos individuas, 1 y 2, son detenidas como sospechosas de haber cometido conjuntamente un
delito. La policia les interroga en habitaciones separadas de forma que no hay comunicacion
entre ellas. Cada una tiene la posibilidad de confesarse culpable (C) o no confesar (NC). Si
solo confiesa una ésta queda en libertad y las autoridades culpan a la otra condenandole a 6
meses. Si ambas niegan su participacion son condenadas a 1 mes cada una y si ambas

confiesan son condenadas a 3 meses cada una.

- Caso simultaneo: cada individua toma su decision sin saber lo que ha decidido la otra.

C (1,1)
C
NC (3,0)
1 C
NC ©.3)
NC 2,2)

DP1
Hay un conjunto de informacion con dos nodos de decision. Es un juego de informacion

imperfecta. Slo hay un subjuego que coincide con el propio juego.

- Caso secuencial: la segunda observa la eleccion tomada por la primera (y ésta lo sabe).

C (1,1)
=72 e @0
' NC © ©.3)
g @.2)
ppz NC !
e £
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El juego DP2 es un juego de informacion perfecta y tiene tres subjuegos. “En los juegos de

informacion perfecta hay tantos subjuegos como nodos de decision”.

Definicion 3: Estrategia

“Una estrategia de una jugadora es una descripcion completa de lo que haria en caso de ser
Ilamado a jugar en cada uno de sus nodos de decision. Hay que especificarlo incluso en
aquellos nodos que no fueran alcanzables para ella dado el comportamiento actual de la otra o
de las otras jugadoras. Es un plan de comportamiento o plan de conducta”. (Ejemplos:
entrenador de baloncesto, demanda del consumidor, oferta de la empresa competitiva...). Es
una funcion en la que cada jugadora asigna una accion a cada nodo que le corresponde. Una
estrategia de una jugadora tiene tantas componentes como conjuntos de informacién tenga la

jugadora.

Definicién 4: Accidn

“Es una eleccion (decision o movimiento) en un nodo de decision”
Las acciones son “fisicas” y las estrategias son “conjeturales”.

Definicion 5: Jugada o combinacion de estrategias
“Es una especificacion de una estrategia para cada una de las jugadoras”. El resultado (vector

de pagos) de una jugada debe quedar inequivocamente determinado.

- X 10
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EJEMPLO 1: Juego de entrada

Es un juego de informacion perfecta y dos subjuegos. Cada jugadora tiene dos estrategias:
S ={NE,E} y Sa ={Ac.,G.P.}. Combinaciones de estrategias: (NE, Ac.), (NE, G.P.), (E,

Ac)y (E, G.P.).

EJEMPLO 2: Dilema de la prisionera

DP1: Es un juego de informacion imperfecta y tiene un subjuego. Cada jugadora tiene dos
estrategias: S, ={C,NC} y S,={C,NC}. Combinaciones de estrategias: (C, C), (C, NC),
(NC, C) y (NC, NC).

DP2: Es un juego de informacion perfecta y tiene tres subjuegos. La jugadora A tiene dos

estrategias S, ={C,NC} pero la jugadora B tiene cuatro S, ={CC,CNC,NCC,NCNC}.

Combinaciones de estrategias: (C, CC), (C, CNC), (C, NCC), (C, NCNC), (NC, CO),

(NC,CNC), (NC, NCC) y (NC, NCNC).

EJEMPLO 3

La jugadora 1 tiene en su primer nodo de decision dos posibles acciones, D e I, y en el

segundo nodo también dos acciones: sy r. S; = {Ds,Dr,Is,Ir} y S, = {R, S}.
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1.1.2. Juegos en forma normal o estratégica (Simultaneos o estaticos)

Un juego en forma normal se describe por:
1) Las jugadoras.
2) El conjunto (o espacio) de estrategias de cada jugadora.

3) Una funcion de pagos que asigna a cada combinacion de estrategias un vector de pagos.

El elemento clave de esta forma de representar un juego es la descripcion de los pagos del
juego en funcion de las estrategias de las jugadoras, sin explicitar las acciones que se van
tomando a lo largo del juego. La representacion grafica, para dos jugadoras, es una matriz

(binaria) de pagos que tiene como entradas las posibles estrategias de las dos jugadoras.

EJEMPLO 1: Juego de entrada

A
(0, 10) Ac. G.P.
(4. 4) NE | (0, 10) (0, 10)
B B
E| @449 (-1,-1)
.('l! '1)
EJEMPLO 2: Dilema de la prisionera
2
C (1,1) C NC
C
NG 3.0) C (1,1 (3,0)
1 C '
0,3
NG ©:3) Ne|l 03 | @2
2,2)
P~ NC (2, 12
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C 1, 1) CC CNC NCC NCNC
C
2 N GO c| @&yl @y | @GO | G0
. NC ¢ (©.3) '
. NC| (03] @2 | 03 | @2
NC (2,2)
EJEMPLO 3 ,
R S

Ds (10,0) | (10,0)

Dr | (10,0)| (10,0)

Is (4, 4) (1,-1)

Ir 4,4) | (8,10)

Relacion entre juegos en forma normal y juegos en forma extensiva

a) Para todo juego en forma extensiva tenemos de forma inequivoca un juego en forma
normal que le corresponde. Esto es debido a que el juego en forma normal se describe en
funcién de las estrategias de las jugadoras.

b) (Problema) Juegos diferentes en forma extensiva pueden tener la misma forma normal.

(Ejemplo: dilema de la prisionera, DP1, cambiando el orden del juego).

- X 13
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1.2. Conceptos (criterios) de solucion de juegos no cooperativos

El objetivo es intentar predecir como se van a comportar las jugadoras cuando se enfrentan a
un determinado juego. NOTA: “Una propuesta de solucién no es un vector de pagos sino una
combinacion de estrategias, una para cada jugadora, que conducira a un vector de pagos. Nos

interesa predecir comportamientos, no ganancias.

Notacion

i: Jugadora representativa, i =1,..., n

Sj: conjunto o espacio de estrategias de la jugadora i.

sj € S;: estrategia de la jugadora i.

s_j €S_j: estrategia 0 combinacion de estrategias de la otra jugadora (o las otras jugadoras).
IT;(si,s_j): beneficio o ganancia de la agente i correspondiente a la combinacion de

estrategias s = (Sy,S5,....-,Sp) = (5;,5_)-

1.2.1. Criterio de dominacién

Definicion 6: Estrategia dominante
“Una estrategia es estrictamente dominante para una jugadora si lleva a unos resultados
estrictamente mejores (mayores ganancias) que el resto de sus estrategias ante cualquier

combinacion de estrategias de las demas jugadoras”.

D

“Si T1.(s”,s)>T1.(s;,s.),Vs €S,,s =S ;Vs, €S, entonces s;° €s una estrategia

(estrictamente) dominante de la jugadora i”.

P 2 B
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EJEMPLO 2: Dilema de la prisionera

En el juego DP1 “confesar”, C, es una estrategia dominante para cada jugadora.
Independientemente de lo que haga la otra jugadora lo mejor que puede hacer cada una es
confesar.

La presencia de estrategias dominantes conduce a una solucion del juego. Cada jugadora
utilizara su estrategia dominante. La propuesta de solucion para el juego DP1 serd la

combinacion de estrategias (C, C).

Definicion 7: Dominacion (estricta)
“Decimos que una estrategia domina estrictamente a otra para una jugadora cuando conduce a

mejores resultados cualesquiera que sean las estrategias seguidas por las demas jugadoras”.

dd »
i .

“Si TT,(s’,s) >TT,(s™,s_,),Vs_ €S_,, entonces s’ domina estrictamente a s
Definicion 7’: Estrategia (estrictamente) dominada

“Decimos que una estrategia esta estrictamente dominada para una jugadora si existe otra
estrategia que conduce a mejores resultados cualesquiera que sean las estrategias seguidas por

las demas jugadoras”.

1] Sidd

esta estrictamente dominada si 3s” tal que IT,(s’,s_) >TI,(s™,s ), Vs €S "
El criterio de dominacion consiste en la eliminacion iterativa de estrategias estrictamente

dominadas.

o £
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EJEMPLO 4

2
t1 1:2 t3
s | @3 @n| 09
(-4, -2)

s, | 69| -1

En este juego no existen estrategias dominantes. Sin embargo, la presencia de estrategias

dominadas nos va a permitir predecir un resultado. Vamos a aplicar el criterio de dominacion.

Como la estrategia t3 es una estrategia estrictamente dominada por t, la jugadora 1 puede

conjeturar (predecir) que la jugadora 2 nunca utilizara esa estrategia. Dada esta conjetura, que

supone racionalidad de la jugadora 2, para la jugadora 1 s, es mejor que s;. La estrategia $;

solo seria utilizada ante la posibilidad de que la jugadora 2 juegue t3. Como la jugadora 1

piensa que la jugadora 2 es racional asignara una probabilidad nula a que la jugadora 2 juegue

t3. En ese caso, la jugadora 1 deberia jugar s, y si la jugadora 2 es racional lo mejor que

podria hacer es jugar t;. La utilizacion del criterio de dominacion sucesiva (eliminando las

estrategias dominadas y computando los juegos reducidos) permite resolver el juego.

EJEMPLO 5 2
b L
s, | (10,0)] (52
1
s, | 10,1 | (2,0)

En este juego no existen estrategias dominantes ni estrategias dominadas (estrictamente).

p

&
*a‘:‘eb
| . o
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Definicion 8: Dominacion débil

“Una estrategia domina débilmente a otra para una jugadora si lleva a resultados por 1o menos
tan buenos como la segunda cualesquiera que sean las estrategias seguidas por las demas
jugadoras, y estrictamente mejores que la segunda para alguna combinacion de estrategias de

las demas”.

“Si TT,(s™,s.) > T1,(s™,s,), Vs, €S_, y Is_; tal que 11 (5™, s.i) > 11 (s, s_;), entonces

sidbdomina debilmente a siddb”.

Definicion 8’: Estrategia débilmente dominada

“Una estrategia esta débilmente dominada para una jugadora si existe otra estrategia que lleva
a resultados por lo menos tan buenos como la primera cualesquiera que sean las estrategias
seguidas por las demas jugadoras, y estrictamente mejores que la primera para alguna

combinacion de estrategias de las demas”.

db

ddb 65 yna estrategia débilmente dominada si existe otra estrategia sj tal que

“Si

IT,(s®,s) >TT,(s*,s_), Vs, €S, y Is ; tal que TI,(s™,s ) >TI,(s*",s) ™.

En el Ejemplo 5, s; domina débilmente a s,. La jugadora 2 podria conjeturar que la jugadora
1 jugara s; y ante esta conjetura lo mejor que podria hacer seria jugar t,. Siguiendo el criterio

de dominacion débil nuestra propuesta de solucion seria (sq,ty).

Sin embargo, la aplicacion sucesiva del criterio de dominacion débil puede llevar a resultados

problematicos como ocurre en el Ejemplo 6, 0 a no proponer ninguna solucién como ocurre

F < X 17
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en el Ejemplo 7 (al no existir ni estrategias dominantes, ni dominadas, ni débilmente

dominadas).
EJEMPLO 6
b t ty
s, | (10,0) (5,1) |(4,-200)
1
s, [10,100)| (5,0) | (0,-100)
EJEMPLO 7
2
b t t;
s, | 410 30 (1, 6)
s, | (0.0) | (2,10)| (10,6)
P

Universidad ~ Euskal Herriko
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1.2.2. Criterio de induccion retroactiva

Vamos a utilizar el criterio de dominacion para analizar la forma extensiva. Consideremos el
Ejemplo 1.

EJEMPLO 1: Juego de entrada

A
(0. 10) Ac. G.P.
44 NE| (0, 10) (0, 10)
B Ac
B
El @9 (-1,-1)
.('l! '1)

En el juego en forma normal, la jugadora A tiene una estrategia débilmente dominada: G.P..
La jugadora B podria conjeturar esto y jugar E. Sin embargo, la jugadora B también podria

haber elegido NE para asegurarse el pago ante la posibilidad de que A jugara G.P..

En el juego en forma extensiva, la solucion es mas natural. Se aplica la induccion hacia atrés
o0 induccion retroactiva. La jugadora B como juega primero puede conjeturar, correctamente,
gue si juega E seguro que la jugadora A elegira Ac.. La jugadora B al jugar antes que A puede
anticipar el comportamiento de A. En la forma extensiva tenemos mas informacion ya que
cuando A juega conoce el movimiento de B. El criterio de induccidn retroactiva consiste en
aplicar el criterio de dominacion sucesiva de forma retroactiva comenzando desde el Gltimo(s)
subjuego(s). En el Ejemplo 1, en forma extensiva, el criterio de induccidn retroactiva propone

como solucion (E, Ac.).

@ Universidad ~ Euskal Herriko
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Resultado: Si el juego es de informacion perfecta y sin empates, el criterio de induccion

retroactiva nos llevara a una unica propuesta de solucion.

Problemas

(i) Posibilidad de empates.

(i) Informacion imperfecta. Existencia de conjuntos de informacién con mas de un nodo.

(iii) El éxito de la induccion hacia atras reside en que todas las conjeturas sobre la
racionalidad de las agentes se verifiquen exactamente con independencia de lo largo que sea

el camino hacia atrés. (Requiere racionalidad ilimitada)

EJEMPLO 8

(5, 0)

(5, 2)

La induccion retroactiva no nos lleva a ninguna propuesta de solucion ya que en el Gltimo
subjuego la jugadora 1 esté indiferente entre s y r. En el subjuego anterior, la jugadora 2 no
tendria una accion dominada (ya que no seria capaz de predecir el comportamiento de la

jugadora 1).

o £
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EJEMPLO 9

(2,2)
(2,0)
0, 1)
(-1,3)
No podemos aplicar el criterio de induccion retroactiva.
EJEMPLO 10: El ciempiés de Rosenthal (1981)
2 1 2 1 2 1 2
1D D D D D D D D (100, 100)
B { B I BI B BI B I BI BI
(1,1 (0,3 2,2) (1,4 (98,98) (97, 100) (99,99) (98,101)

En el resultado de induccion retroactiva los pagos son (1, 1). ¢Es posible otra racionalidad?

e B
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1.2.3. Equilibrio de Nash

Lajugadorai, i=1,..., n, viene caracterizada por:

() Su espacio estratégico: S;.

(if) Una funcion de beneficios o funcion de ganancias, IT;(sj,S_j) donde s; €S; y s_j €Sj.
Cada jugadora tratard de maximizar su funcion de beneficios (utilidad o ganancias) eligiendo
una estrategia apropiada con conocimiento de los espacios estratégicos y las funciones de
beneficios de las otras jugadoras aunque sin conocer la estrategia concreta utilizada por las

rivales. Por tanto, cada jugadora debe conjeturar la estrategia utilizada por las rivales.

Definicion 9: Equilibrio de Nash
“Una combinacion de estrategias s E(Sf,...,S:) constituye un equilibrio de Nash si el

resultado para cada una de las jugadoras es mejor o igual que el resultado que obtendria,

permaneciendo constante la jugada de las demas, jugando otra estrategia. Es decir,

s =(s;,...,5,) es un equilibrio de Nash si: TTi(s; s ;) = IT;(si,s ;) Vs €Sj,Vii=1..,n."

En una situacion de equilibrio se tienen que cumplir dos condiciones:

(i) Las conjeturas de las jugadoras sobre como van a jugar las rivales deben ser correctas.

(if) Ninguna jugadora tiene incentivos a cambiar su estrategia dadas las estrategias de las
demaés jugadoras. Este es un elemento de racionalidad individual: dado lo que hacen las
demas hacerlo lo mejor posible. O lo que es lo mismo, ninguna jugadora aumenta sus

beneficios (utilidad o pagos) mediante una desviacion unilateral.
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Ser equilibrio de Nash es una condicidén necesaria o requisito minimo para que cualquier
propuesta de solucion de un juego sea una prediccion razonable del comportamiento racional
de las jugadoras. Sin embargo, como ya veremos no es una condicion suficiente. Es decir, no
basta con que una combinacion de estrategias sea equilibrio de Nash para que sea nuestra

prediccion de la solucion de un juego.

Definicion 10: Equilibrio de Nash
“Una combinacion de estrategias s = (Sl* S:) constituye un equilibrio de Nash si la
estrategia de cada jugadora es la mejor respuesta (o al menos una de ellas) ante las estrategias
seguidas por las otras jugadoras.” Es decir, s = (sl*, ...,S:) es un equilibrio de Nash si:

s; e MR{(s'j)Vi,i =1,...,n

donde MRi(sii)z {s, €S :Hi(si',sii) ZHi(si,sii), Vs €55 ;ts'i }

Una forma sencilla de calcular los equilibrios de Nash consiste en construir los conjuntos de
mejores respuestas de cada jugadora ante las estrategias (0 combinaciones de estrategias) de
la otra (0 las otras jugadoras) y buscar aquellas combinaciones de estrategias que sean

mutuamente mejores respuestas.

. I
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EJEMPLO 11

5,3 , 20,5
a 6,3)| 6,11 (20,5) . ; @
1 b | (91| (2,8) (15, 6) @ i c

c| 310 10,2) (0,9

La combinacion de estrategias (b, h) constituye el tnico equilibrio de Nash del juego.

EJEMPLO 7

s, | 40| @0 | @6

s, (0.0 | (210 106)

Notese que para este juego el criterio de dominacion no nos proponia ninguna solucion. Sin
embargo, la combinacion de estrategias (sj,t;) constituye el uUnico equilibrio de Nash del

juego.

P 2 B
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1.3. Problemas y refinamientos del equilibrio de Nash

1.3.1. Posibilidad de ineficiencia
Es habitual encontrar juegos en los que el equilibrio de Nash no es Optimo de Pareto
(eficiente).

EJEMPLO 2: Dilema de la prisionera

C
NC (3,0) C (1, 1) (3,0)
1 C (0, 3) 1
NC
NC| (0,3) (2,2)
NC (2,2)

(C, C) es un equilibrio de Nash en estrategias dominantes. Sin embargo, encontramos otra

combinacion de estrategias (NC, NC) en la que ambas jugadoras obtienen mayores ganancias.

1.3.2. Inexistencia de equilibrio de Nash

EJEMPLO 12

s | @) | 1

s, | (0.1) | (10

- X 25
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En este juego no existe equilibrio de Nash en estrategias puras. Sin embargo, permitiendo la
utilizacion de estrategias mixtas (distribuciones de probabilidad sobre el espacio de
estrategias puras de una jugadora) se obtiene el resultado de que “siempre existe equilibrio de

Nash en estrategias mixtas (juegos finitos)”.

1.3.3. Multiplicidad de equilibrios de Nash

Vamos a distinguir dos tipos de juegos.

1.3.3.1. Sin posibilidad de refinamiento o seleccién

EJEMPLO 13: La batalla de los sexos

Una pareja de novios tiene que elegir entre ir al cine o al teatro. EI novio prefiere el cine al

teatro, pero prefiere ir al teatro acompafiado que ir solo al cine. Similarmente (pero al

contrario) para la novia. El juego en forma normal es:

Na
C T
C 3 2) 1, 1)
No
T (1, 1) 2, 3)

En este juego hay dos equilibrios de Nash: (C, C) y (T, T). Existe un problema de

coordinacion pura.

F < X 26
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1.3.3.2. Con posibilidad de refinamiento o seleccion

a) Criterio de eficiencia
Elegir el equilibrio de Nash que proporcione mayores pagos a las jugadoras. No es en general

un buen criterio de seleccion.

b) Criterio de dominacion débil
El criterio consiste en eliminar aquellos equilibrios de Nash basados en estrategias débilmente
dominadas. Aunque como concepto de solucion no es bueno, nos permite seleccionar entre

los equilibrios de Nash.

EJEMPLO 14
2
D |
D L 1) (0, 0)
1
I (0, 0) 0, 0)

Equilibrios de Nash: (D, D) y (I, I). Jugar | es una estrategia débilmente dominada para cada
jugadora. Jugando D cada jugadora se garantiza un pago por lo menos tan alto como jugando
I. Tenderiamos a rechazar (I, 1) por estar basado en estrategias débilmente dominadas. Por

tanto, proponemos como solucion la combinacion de estrategias (D, D).

@ Universidad ~ Euskal Herriko
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c) Criterio de induccion retroactiva y equilibrio perfecto en subjuegos

EJEMPLO 15

s MR, s, MR

Dr R, S R Ir, Is
Ds RS s Dr, Ds
| R

Is S

En este juego hay tres equilibrios de Nash: (Dr, S), (Ds, S) y (Ir, R). Comencemos mirando a
la solucion eficiente: (Ir, R). Este equilibrio de Nash presenta un problema: en su segundo
nodo de decision la jugadora 1, aunque no es alcanzable, estd anticipando (amenazando) que
jugaria r. Amenazando con r trata de conseguir que la jugadora 2 juegue R y asi obtener mas
pago. Pero este equilibrio esta basado en una amenaza no creible: aunque, dada la estrategia
de la jugadora 2, el segundo nodo de decision de la jugadora 1 no es alcanzable, si lo fuera la
jugadora 1 nunca elegiria r ya que es una accion dominada (amenaza no creible) por s en el
ultimo subjuego. El refinamiento que vamos a utilizar consiste en la eliminacion de aquellos
equilibrios basados en amenazas no creibles (es decir, acciones dominadas dentro de los
subjuegos). De la utilizacion conjunta de la nocion de equilibrio de Nash y del criterio de

induccion retroactiva surge la nocion de:

Definicion 11: Equilibrio perfecto en subjuegos
“Una jugada o combinacion de estrategias s E(Sl*,...,s::), que sea equilibrio de Nash,

constituye un equilibrio perfecto en subjuegos si las partes relevantes de las estrategias de
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equilibrio de cada una de las jugadoras son también de equilibrio para cada uno de los

subjuegos.”

En el Ejemplo 15 (Dr, S) y (Ir, R) no son equilibrios perfectos en subjuegos. El equilibrio

perfecto en subjuegos se obtiene por induccion retroactiva. Comenzamos por el Gltimo

subjuego. En este subjuego, r es una accion dominada; por tanto, no puede formar parte de la

estrategia de la jugadora 1 en un equilibrio perfecto en subjuegos, de modo que la eliminamos

y computamos el juego reducido

1)

(2,2)

r (-1,-1)

En la segunda etapa de la induccidn retroactiva, nos fijamos en el anterior subjuego, el

correspondiente a la jugadora 2. En este subjuego R es una accion dominada para Is jugadora

2. Dado que la jugadora 2 anticipa que la jugadora 1 no va a jugar r jugar R es una accion

dominada o amenaza no creible. Por tanto, la eliminamos y computamos el juego reducido

D (1, 1)

> (0, 3)

('l! '1)

En su primer nodo de decision, la jugadora 1 tiene como accion dominada (en el juego

reducido) I, y por tanto jugara D. Luego el equilibrio perfecto en subjuegos es (Ds, S).

5
&
A
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Podemos interpretar la logica de la induccidn retroactiva de la siguiente forma. Cuando la

jugadora 2 tiene que elegir deberia conjeturar que si juega S la jugadora 1 seguro que jugara s.

La jugadora 2 es capaz de predecir el comportamiento racional de la jugadora 1 ya que esta

ultimo observa la accion elegida por ella. Si la jugadora 1 es igualmente racional deberia

anticipar el comportamiento de la jugadora 2 y jugar D.

EJEMPLO 16 . 1,2

(0,0)

(2,2)

(2,0)

©,1)

S (-1,3)

En este juego, hay multiplicidad de equilibrios de Nash y no podemos aplicar la induccién

retroactiva ya que hay un subjuego de informacion imperfecta. Utilizaremos la definicion de

equilibrio perfecto en subjuegos y requeriremos que las partes relevantes de las estrategias de

equilibrio sean también de equilibrio en los subjuegos.

1,2
ey
ﬁ‘ 1, 1)
2 N ©, 0)

.
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En el subjuego superior (el subjuego de informacion perfecta), la Unica amenaza creible es L.

(2,2)

(2,0)

©,1)

('1; 3)

En el subjuego inferior (el subjuego de informacion imperfecta que empieza en el nodo de decision

inferior de la jugadora 2), es directo comprobar que el equilibrio de Nash es O, r.

En su primer nodo de decision, la jugadora 1 tiene que elegir entre A y B anticipando que si elige A
la jugadora 2 jugara L y si elige B, entonces ambas jugaran el equilibrio de Nash (del subjuego) O,

r. En consecuencia, la jugadora 1 elige B.

- 1,2
. 1,2
A 2
1
B O . r 2,2)
2 1

Por tanto, el equilibrio perfecto en subjuegos es (Br, LO): las partes relevantes de las estrategias de

equilibrio son también de equilibrio en cada uno de los subjuegos.

.

I
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1.3. Juegos repetidos

EJEMPLO 2: Dilema de la prisionera

C 1,1 C ; NC
C
NC (3,0) C (1,1) (3,0)
1 C
NC ©:3) '
NC| (0,3) (2.2)
NC (2,2)

Cuando el juego se juega una vez, (C, C) es un equilibrio de Nash en estrategias dominantes y
la cooperacion o colusién entre las jugadoras no se puede sostener como equilibrio. Aunque
las jugadoras obtendrian mayores pagos en la combinacion de estrategias (NC, NC) ambas
tendrian incentivos a desviarse utilizando su estrategia dominante. En esta seccion, vamos a

estudiar las posibilidades de cooperacion entre las jugadoras cuando el juego se repite.

1.3.1. Horizonte temporal finito

Supongamos que el juego (el dilema de la prisionera) se repite un nimero finito de veces: T
(conocido por ambos jugadoras). Conocemos que si T = 1 el Unico equilibrio de Nash del
juego es (C, C).

Lo primero que hay que notar es que si el juego se repite durante T periodos, una estrategia de
una jugadora en el juego repetido debe indicar lo que haria esta jugadora en cada etapa del
juego contingente con la historia pasada.

Vamos a utilizar un argumento de induccién retroactiva para mostrar que en el Unico

equilibrio perfecto en subjuegos de este juego repetido cada jugadora (independientemente de

o
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la historia pasada) elegira “confesar” en cada etapa del juego. Consideremos T, t =1, 2,.....,

T, iteraciones del dilema de la prisionera.

Comencemos mirando al periodo T: en esta Ultima etapa del juego, todo lo anterior (la
historia pasada del juego) resulta irrelevante (ya que no existe futuro) y sélo queda por jugar
una vez el dilema del prisionero. Por tanto, como cada jugadora tiene como estrategia
dominante (cuando el juego se juega sélo una vez) “confesar”, en el ultimo periodo cada
jugadora decidira “confesar”. La Unica razén para jugar “no confesar” en una etapa del juego,
seria para intentar mejorar en el futuro, ya que esta accion podria ser interpretada como un
signo de buena voluntad por la otra jugadora, consiguiendo su cooperacién. Pero en la tltima

etapa del juego ya no hay futuro, y, por tanto, (C, C) es inevitable.

Consideremos ahora el periodo T-1. Dado que las jugadoras anticipan que en el Gltimo
periodo no van a cooperar, lo mejor que pueden hacer en el periodo T-1 es seguir su estrategia
dominante a corto plazo, es decir, “confesar”. La Unica razon para jugar “no confesar” en esta
etapa del juego seria para intentar mejorar en el futuro, pero en el periodo T las jugadoras
elegiran (C, C). ElI mismo argumento se aplicaria a los periodos T-2, T-3,....hasta el periodo
1. Por tanto, el equilibrio perfecto en subjuegos del dilema de la prisionera repetido un
numero finito de veces T, consiste simplemente en T repeticiones del equilibrio de Nash a
corto plazo. Por tanto, si el juego se repitiera un ndmero finito (y conocido) de veces, en el
unico equilibrio perfecto en subjuegos cada jugadora elegiria su estrategia dominante a corto
plazo en cada ronda del juego. Luego la cooperacion entre las jugadoras no se puede sostener

como equilibrio cuando el horizonte temporal es finito.

o
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1.3.2. Horizonte temporal infinito
Hay dos formas de interpretar un horizonte temporal infinito:
(i) Interpretacion literal: el juego se repite infinitos periodos. En este contexto, cuando una

jugadora compara una estrategia con otra deberia comparar el valor presente descontado de

las respectivas ganancias. Sea ¢ el factor de descuento, 0 < 6 < 1. Si I es el tipo de interés

1 . . .
5:1—. El factor de descuento mide cuanto valoramos el futuro en comparacion con el
+r

presente. Asi, si 6 = 0 (que corresponde con r =o0) entonces solo nos interesa el presente,
mientras que si 6 = 1 (que corresponde con r = 0) entonces el futuro nos importa lo mismo

que el presente.

(ii) Interpretacion informacional: no se conoce la duracion del juego. En cada etapa del
juego, existe una probabilidad 0 < 0 < 1 de que el juego continle. En este marco, cada

jugadors deberia comparar el pago esperado (que también se podria descontar) de las

diferentes estrategias.

En este contexto, una estrategia de una jugadora especificard su comportamiento en cada

periodo t como una funcidn de la historia pasada del juego. Represente H,_; = {317,82,};11,

donde s;, €{C, NC}, la historia pasada del juego.

En primer lugar, ndtese que hay un equilibrio perfecto en subjuegos del juego infinitamente
repetido en el que cada jugadora juega C (su estrategia dominante a corto plazo) en cada
periodo. Cada jugadora tendria como estrategia “confesar en cada periodo con independencia

de la historia pasada del juego”.
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Vamos a ver si ademas del anterior equilibrio, hay algin equilibrio perfecto en subjuegos en

el que las jugadoras cooperen. Consideremos la siguiente combinacidn de estrategias a largo

plazo. s; = i (He) b

donde,

s (H, )= NC si todos los elementosde H,_; sonigualesa (NC,NC)ot=1
R e en caso contrario

i=1,2.

Podemos resumir esta estrategia de la siguiente forma:
“Cooperar (no confesar) en cada periodo si anteriormente se ha cooperado (es decir se ha
jugado no confesar periodo tras periodo) o t=1. No cooperar (confesar) durante el resto del

juego si anteriormente alguna jugadora se ha desviado de la cooperacion”.

Notese que estas estrategias a largo plazo incorporan “amenazas implicitas de castigo” en
caso de violacion del acuerdo (implicito) de cooperacion. La amenaza para que sea creible

debe ser equilibrio de Nash.

Para ver si en este contexto se puede sostener como equilibrio la cooperacion, tenemos que

comprobar que las jugadoras no tienen incentivos a desviarse; es decir, que la combinacién de
estrategias (Sf,szc) constituye un equilibrio de Nash del juego repetido. El valor presente

descontado de las ganancias futuras de la jugadora i de cooperar viene dado por:

7i(55,55) =2+ 254257 +...= 21+ 5+ 6% + ...):1—25
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Supongamos que la jugadora i se desvia y lo hace en el primer periodo del juego. Dado que la
otra jugadora si sigue su estrategia le penalizara durante el resto del juego, lo mejor que puede
hacer si confiesa en el primer periodo, es confesar también durante el resto del juego. Sus
ganancias vendrian dadas por:

1

7i(5i,8) =3+ 10 +16° +...=3+5(1+ 5+ +..) =3+ 5T 5

La cooperacion sera equilibrio de Nash si ninguna de las jugadoras tiene incentivos a

£.8]) 2 mi(S, S

desviarse; es decir, si 7;(Si, i

1
). Es inmediato comprobar que si 525

ninguna de las jugadoras tiene incentivos a romper el acuerdo de colusion.

Vamos a comprobar a continuacion como el equilibrio es perfecto en subjuegos: es decir, que
las amenazas son creibles. Consideremos un subjuego que surge después de que una
desviacién se ha producido. La estrategia de cada jugadora exige “confesar” en todo periodo
futuro, independientemente del comportamiento de su rival. Este par de estrategias constituye
un equilibrio de un dilema del prisionero infinitamente repetido ya que cada jugadora si no se

desvia obtendria un pago de (si la desviacién se ha producido en el periodo T-1)

T-1

_ 1)
ST A+5+5%+..)=
A+0+0°+...) 15

mientras que obtendria un pago de O cada periodo que se desviase de la estrategia

cooperativa.

El anélisis anterior sirve como ejemplo de un principio general que ocurre en situaciones de
juegos repetidos con horizonte temporal infinito. En estos juegos es posible sostener como
equilibrio comportamientos que no son de equilibrio en el corto plazo. Esto se produce

gracias a la “amenaza implicita de castigo” de que en caso de incumplimiento del acuerdo se
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“castiga” durante el resto del juego. De modo que el aumento de beneficios (derivado de la
violacion del acuerdo) a corto plazo, no compensa la pérdida de beneficios durante el resto del

juego.

1.4. Conclusiones

Hemos visto diferentes métodos de resolucion de juegos, aunque ninguno de ellos esta exento
de problemas. El criterio de dominacién (eliminacién de estrategias dominadas) aunque util
para resolver algunos juegos, no sirve para otros al no realizar ninguna propuesta de solucion.
La version “débil” de este criterio (eliminacion de estrategias débilmente dominadas) es de
gran utilidad para seleccionar entre los equilibrios de Nash, especialmente en juegos en forma
normal o estratégica. El criterio de induccidn retroactiva permite realizar propuestas de
solucion en juegos en forma extensiva. Tiene la importante propiedad de que para juegos de
informacién perfecta y sin empates conduce a una Unica propuesta de solucion. Pero la
posibilidad de empates, la existencia de informacion imperfecta y la racionalidad ilimitada
que puede requerir en algunos juegos, son los principales problemas que presenta. Este
criterio de induccion retroactiva resulta de gran utilidad para seleccionar entre los equilibrios
de Nash (en juegos en forma extensiva). De la utilizacion conjunta de este criterio y de la

nocion de equilibrio de Nash surge el concepto de equilibrio perfecto en subjuegos.

Aunqgue también presenta problemas (ineficiencia, inexistencia y multiplicidad) el equilibrio
de Nash es el criterio de solucién més general y méas ampliamente utilizado para resolver
juegos. Se considera que ser equilibrio de Nash es una condicién necesaria (aungque no
suficiente) para que cualquier propuesta de solucion sea una prediccién razonable del
comportamientos racional de los jugadores. Si para algin juego se propone como solucion
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una combinacion de estrategias que no constituye un equilibrio de Nash, esta prediccion sobre
el comportamiento de los jugadores se veria desmentida por el propio desarrollo del juego. Al
menos un jugador tendria incentivos a cambiar su estrategia con respecto a la predicha para él.
En conclusion, aunque presenta problemas, existe cuasi-unanimidad sobre que toda propuesta

de solucion debe ser como minimo equilibrio de Nash.

.
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