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+ Fourier-Reithen

2 0<x<nm 1 2 3 4 5 6 z
- T<z<2m
f(z) = §(sinx+ Lsin3e +Lsinbr+ 2sin7e + 1 sin 9x)
N 3 5 7 9 v Vi

Fourier (1768 - 1830) bewies, dass periodische Funktionen (unter bestimmten Voraussetzungen)
durch eine Summe einfacher trigonometrischer Funktionen approximiert werden kénnen.
Die Giite der Naherung steigt mit der Anzahl der Summanden, siche GeoGebra

Fiir eine ungerade Funktion (Graph ist punktsymmetrisch zum Ursprung) sei der Ansatz:

f(z) = bysinx + bysin2z + by sin3z + bysindx + . .. | -sinz | -sin2x | -sin3z | ...
Um b; zu ermitteln, werden beide Seiten mit sin 2 multipliziert und integriert, fiir b mit sin 2z, usw.:

2T 2 2 2 2
f(z)sinxdx = b1/ (sinx)2+bg/ sin 2x sinx—i—bg/ sin 3z sinx+b4/ sindx sinz + ...
0 0 0 0

0
=0
Die Sinusfunktionen haben eine erstaunliche Eigenschaft:

/ 2 ) T m=n

sinmez sin nx =

0 0 m#n (kann vermutet werden, sieche Graphen)

Y (sin 2z)?

1 o A A A A
5 0 37” 21 &
Y

1 f(x) =sin2z 1 f(z) = sinxsin 2z

TOKFr [wow -

Yy Yy
1 f( ) = sin3x T = sin 2x sin 3x
£ A . AR
W NGBS [ TTUE e
-1 ]
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http://groolfs.de/Verschiedenespdf/Fourier1.ggb

+ Fourier-Reihen

Die Koeflizienten der Sinus-Reihe werden daher mit

2m
by, = % ; f(z)sinnx dzx
berechnet.

Fiir die Rechteckfunktion ist z.B.

17 1 [ 8
61:;/2-sinxdx+%/(—2)sinxdx:...:;
0 T
1 T 1 27
by==1[2-sin2zdx+= [ (—2)sin2zdzx=...=0
™ 0 ™ .
1 [T 1 [T 8
b3:;/2-sin3xdx—l—;/ (=2)sindzdr = ... =3~
0 T

Das Vorgehen kann verallgemeinert werden.
Fiir eine beliebige 2m-periodische Funktion erhalten wir:

flz) = %—i— Z [an cos nz + by, sinnx|

n=1

an == [ f(x)cosnzdx firn>1

2m
bn :% ; f(z)sinnx dx

Fiir eine gerade Funktion (Graph zur y-Achse achsensymmetrisch) entfallen die Sinus-Terme.

f(x):{ 2 0<z<nm

-2 T<x<2mw

WolframAlpha erzeugt mit der Anweisung (das Periodenintervall muss hier [, 7| sein)

FourierTrigSeries[Piecewise[{{-2, -Pi <x <0}, {2, 0< x <Pi}}],x,7]

8 sin(z) n 8sin3(x)  8sinb(x) = 8sinT7(z)
3m om T

die Ausgabe

T © Roolfs
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+ Beispiel, periodische Fortsetzung

=27 -

—27 —T

i 2
ag = %/mzdx:% und fiir k£ > 1 gilt
0

a4 = %/0 :jz cos(kz) do = % (% 22 sin(kz) " %/0 xsin(kx) dl’)

0

= 0— ﬁ(— %mcos(kzm)‘o + %/0 cos(kx) dfﬂ)

4(—1)"
k2

+0

© Roolfs
3



Fa) =% + 520 cosha)

=1

Fiir x = 7 ergibt sich

cr>|=‘M
I

[]e

=

o0
2
2 _7m” 1
=44y =
k=1

i
I

WolframAlpha erzeugt mit der Anweisung (das Periodenintervall muss hier [, 7| sein)
FourierTrigSeries[Piecewise [{{x"2, -Pi <x <Pi}}],x,7]

2
% — 4 cos(z) + cos(2x) — % cos(3x) + % cos(4x) — % cos(5x) + % cos(6x) — 4% cos(7x).

T © Roolfs
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+ Beispiel, die umgeklappte Cosinus-Funktion

f(z)=A-|cosx|, hier A=5

AY g(x)z%[l—i—%coslr—%cosllx]

f(x):%[1—1—%3008230—%cos@v—i—%cos&c—...]

© Roolfs




+ Beispiel

AY
1 .
-3 -2 -1 1 2 3 4 5 7
14
AY
1 .
-3 -2 -1 1 2 3 4 5 7
14
AY
1 .
-3 -2 -1 1 2 3 4 5 7
-1 1

f(z) = %sinx—i—%sirﬁx— 9% sin 3z — % Sin4.%'—|—25l7r sin bz + % sinbz + ...

siche GeoGebra

T © Roolfs
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1+ Periodenintervall T durch Strecken/Stauchen

flx+T) = f(z)

2_7r$ .
[0,7] L5 [0,27] 2 ~
\ Y
Seiw—2—7r
=T 5 /\ N

wz bildet das Intervall [0, T] auf [0,27] ab.

In einer Fourier-Reihe treten nur Terme auf, die ein
Vielfaches der (Grund-)Kreisfrequenz w, also nw enthalten.
sin(wz) bzw. cos(wz) vollfithren auf [0,7] genau eine Schwingung.

2 0<z<n
-2 w<x<2r

-
—~
8
S~—
I
——

f(z) = %(sinx—i— % sin 3z + % sin 5z + % sin 7x + % sin 9x)

Sei T' = 5. AY
2 Wi TAWNPNIN
1,
1 2|3 4 6 =
2 0<z<? / !
glx) = 5
-2 5 <z <H
(z) ~ R (sinwz + 1 in 3wz + L ginswe + L sin7wa + £ sin wz)
glx) = 3 5 7 9

x wird in f(z) lediglich durch wz ersetzt.

Bei theoretischen Uberlegungen kann man sich auf ein Periodenintervall der Linge 27 beschriinken.

T © Roolfs
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+ Quadratische Abweichung

f(x):{_Q 0<z<m

2 w<zx<2m

g(z) = %(sinx—f— % sin 3z + % sin bx + % sin 7x + % sin 9z)

Als Ma#f} fiir die Giite der Approximation eignet sich der Ausdruck:
2m 9
P [l = gta) as

Mit dem Ansatz

g(x) = bysinz + bysin 2x + bgsin 3z + by sindx + ... + bgsin 8x + bg sin 9z
fithrt die Fragestellung
27 9
[T - g@iPar —  nimimn
0

zu den bekannten Koeffizienten.

Hierbei sind die Klammern aufzulésen, die Sinus-Integrationsregeln anzuwenden,
ein by als variabel zu betrachten, die partielle Ableitung zu bilden, usw.

T © Roolfs




+ Amplitudenspektrum

§% T=[-mmr]

SERNIE

<z
Sx<_%7

g(x) = %sinx—k%sinkc— glﬂsin?;:c—isin4:c+25%7r sin5x+%sin6x +...

Einen sehr anschaulichen Einblick in die Approximation der Sdgezahnfunktion gewinnt man aus dem
Amplitudenspektrum. Hierbei werden die Amplituden (Koeffizienten) der einzelnen Schwingungen als
Strecken dargestellt.

AY
0.8
0.6
0,4
0,2
1 2 567\%9101\1\1?/{31415\116/171819\%(.«)
-0,2

Zur Herkunft der Funktion beachte:

™
2
; 9 . p 2sin Tt — mncosGt
n — by=_/[f(z)sinnrdr = -
0
T © Roolfs
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+ Amplitudenspektrum

0,5 sin(5z)

0,8sin(3z)

0,8sin(3x) + 0,5sin(5x)

© Roolfs

10



+ Periodenintervall T’

fle+T) = f(z)

2T

[0,7] L5 [0,27] 2 ~

8

Sei w = 2? (Grundfrequenz), wz bildet das Intervall [0,7] auf [0,27] ab.

Mit der kleinen Frequenz w = 3—76 erzeugt sin(wz) auf dem Intervall [0,20] genau eine Schwingung.

Die Herleitung der Fourier-Reihe kann verallgemeinert werden.
Fiir eine beliebige T-periodische Funktion erhalten wir (unter gewissen Voraussetzungen):

o
= %—i— Z an, cos(nww) + by, sin(nwz)|
n=1

T/f

/f cos(nwz) dz firn>1
T

o ’ﬂ|l\3

S
3
I

/ (@) sin(nwa) do

T

N

\V)

Fiir periodische Rechteck-Impulse ermitteln wir das Amplitudenspektrum, w = 2%, T = %T
Fir n > 1 ist:
1
2
_2 4 s wn
n =T 2/2cosnwx T=...=_-sin7
0
T © Roolfs
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+ Amplitudenspektrum

Um zu untersuchen, was passiert, wenn die Periodenléinge T" vergréfiert wird, und wir uns dann einer
nichtperiodischen Funktion annédhern, werden die Amplituden in Abh#ngigkeit von w betrachtet.
Wird T verdoppelt, halbiert sich w (umgekehrt proportional).

Fiir das vorige Beispiel ergibt sich mit 7' =2, wy = 27% =
4 . won
a/n - % S1 T
W = nwo
Alw) = % sm% i
2
/_T\
™ 27 3% Ar 5m L
Sei nun T' = 4. AY
1 -
| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 %
2T T
wo=T =3
4 . won
an = - SINT—, w = nwo
Alw) = % s1n% i
1\

12



1+ Weg zum Nichtperiodischen

Sei nun T = 8. AY
1 .
1 A 5 6 7T 8 9
s
wo = Z
AY
05—

m

2Ww 57

Es zeichnet sich ab, was fiir T' — oo zu erwarten ist.

Fiir grofler werdendes T werden die Amplituden kleiner. Die Nullstellen bleiben erhalten.

Wir gelangen zum Begriff der Fourier-Transformierten f (w).

AY

=
E

6r g w

—éMéw —57r —NW/ZQW —‘7T

© Roolfs
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+ Komplexe Schreibweise

Die Fourier-Reihe (Periode 27) kann mit Hilfe der komplexen Zahlen kompakt und weiterfithrend als

f(z) = Z cne™®

n—=—oo

formuliert werden.

Bendétigt wird: e = cosx +isinz
e~ = cosx —isinw cos(—x) = cosz, sin(—z) = —sinx
cosx = %(em + e7i@)
sinx = 2% (e — e~i7)
Umrechnung:
oo
flz)= % + Z [ay, cos nx + by, sin na
n=1
— b
a Gn /g » L »
_ %_i_z [7(6””4—6 znx)+2_i(eznz _e znx)]
n=1
= b +ib
ag Ap—1 i an+1i i
=2 T Z [%ezm—i_ Tgoe m]
n=1
00 00 b —00
= Z cpe'™™ beachte: Z w%e*m“ = Z cpe™*
n=-—00 n=1 n=-—
Damit ergibt sich:
1 1 . 1 .
o = 509 cn = 5 (an —iby) ¢—n = 5 (an + iby)
ap = 2cg Gn = Cp +C_p, b = i(cn — c—p)

™

Cn = %(an —ib,) = %(/f(x)cosnxdw —i/f(x)sinnxdw) = %/f(x) e dg;
Wie sich zeigen wird, sind in der Funktion g¢(t) = / f(z)e " dx

alle Koeffizienten der Fourier-Reihe einer 27-periodischen Funktion enthalten,
wenn auch etwas versteckt. Siehe Ahnliches: GeoGebra 1 2 3

T © Roolfs
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+ Komplexe Schreibweise, Periodenintervall T’

Die exponentielle Form der Fourier-Reihe fiir das Periodenintervall [0,7] und der Grundfrequenz

—0o0
— E CneZ nwx

n=-—1

T

= %/f(x) e InWT

T

15

o
w= 2% lautet: f(z) = Z e "
n=—oo
eMT = cosnwe + 1 sin nwe
e IWT — cosnwr — i sin nwe
CoS NWT = %(emwm + eTinwe)
sin nwx = 2% (eim"x — e_i”“””)
Umrechnung:
o0
flz)= % + Z [y, cos nwx + by, sin nwz]
n=1
- b
a a » A .
_ 7O_i_z [f(eznwz + znwz)+ 27; (eznwa: znwm)]
n=1
- b +ib
_ag ap— iby Gp+ b, —
= % +Z [ 5 inwr 5 znwz]
n=1
00 00 " A
_ Z Cnezmuw beachte: Z an‘gl n ,—inwe
n=-—00 n=1
Dann folgt:
1 1 1 .
co = 509 =75 (an — iby) Cn=73% (an + iby)
ap = 2cg Gn = Cp +C_p, b = i(cn — c—p)
n>0
_ l _ _ l s : _ l —inwe
cn = 5(an —iby) = [ f(z)cosnwzdr —if f(z)sinnwzdr) = 7 [ f(z)e dx
T T
n <0
1 . 1 . .
cn = 5(an +iby) = 7 (/f(x) cos |n|wz dx + z/f(x) sin ]n!wxdm)
T T
T © Roolfs



+ Koefhizienten der komplexen Fourierreihe

2
Die Koeffizienten ¢, = % / f(z) e dg konnen veranschaulicht werden, T = [0, 2n].
0

inT — cosna + isin ne durchliuft in der komplexen Ebene fiir = 0, ..., 27 einen Einheitskreis

e
—inx

im Gegenuhrzeigersinn n-mal. Mit dem Minus-Zeichen im Exponenten rotiert der Zeiger f(z)e
im Uhrzeigersinn um den Ursprung. Aus einer diskreten Approximation des Integrals ist zu
erkennen, dass der Mittelwert aller Zeiger (auch als Schwerpunkt zu interpretieren) eine N#herung

fiir ¢, ist. ¢, ist augenscheinlich nur fiir n = 4+3 ungleich null.

AY
2 L
1 f(z) =sin3z
5 T 32” 2r T
A A
i .
n=1 n=2
T © Roolfs
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+ Koefhizienten der komplexen Fourierreihe

Die Kurven werden jeweils 3mal durchlaufen.

a3 =C3 + Cc_3 = —i/2+i/2=0
bg = i(Cg — C_3) = ’i(—i/2 — 2/2) =1
f(z) = bysin 3z

Die Veranschaulichung von ¢, = % / f(z) e "% dg
T [e.o]
ebnet den Zugang zur Fouriertransformierten F(w) = / f(x)e ™"dx von f.
—00

Die Kreisfrequenz w ist nun aus R, das Periodenintervall ist unbegrenzt, der Faktor % entfillt.

T © Roolfs
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+ Fourier-Transformation

Die komplexe Schreibweise fiir eine Fourier-Reihe mit der Periode T lautet:

x f(z) = Z CcpeeT w= 2% (Grundfrequenz)

n=—0oo

1 —inwr
Cn = T/f(x)e dx
T

Mit ¢, eingesetzt gelingt der Ubergang T — oo in wenigen Zeilen.

Sei T grof}, dann ist Aw = 2% klein (siche Weg zum Nichtperiodischen).
nAw, n € Z, unterteilt R.

[e.9]

o0
Z cn€™AT Ay approximiert ein Integral der Art / G(w) dw.

n—=-—oo —00

Das Einsetzen von

Cn = %/f(x) eTIMAWT gy
T

in * liefert das benétigte Aw. Durch Umstellen ist zu erkennen, dass

fiir T — oo gegen

flz) = %/[/ f(ac)e—i“””dx] €% duw

strebt.
Beachte: Die Variable w nimmt die Werte nAw an.

F(w) = /OO fl@)e ™7 dx

ist die Fourier-Tranformierte von f.

In der Literatur wird die Fourier-Tranformierte auch mit dem Vorfaktor % bzw. \/% definiert.

Die Riicktransformation erfolgt mit:

T © Roolfs
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+ Fourier-Transformation

40 30 -20 A0 v 20 30 0w
1
—i 29 Y ; 4
F(w) :/26 Wy = =" T (e7 —e™) = L Sin(w)
~1
beachte: sin(w) = %(ew e ) —%(eﬂ” )
Schreibweise f(z) o—e f(w) = 4SIE(W)

Mit WolframAlpha und der Anweisung
sqrt (2«Pi)*FourierTransform[Piecewise [{{0, t <=-1}, {2, -1 < t <1}, {0, t=>1}}],t,omegal

kann das Ergebnis ermittelt werden.

T © Roolfs
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+ Fourier-Tranformierte anschaulich

o0

Der anschauliche Hintergrund der Funktion G(w) = / g(x)e ™% dx soll anhand

—0o0
von ¢(t) =sin(3 - 2wt) fiir 0 <t <4, 0 sonst, gezeigt werden, Zeit ¢ in Sekunden.
Die Frequenz von g ist f = 3 Hz (3 Schwingungen pro Sekunde).

YA

AN

t

t

In der komplexen Ebene durchliuft der Zeiger z = e’ = cost + isint einmal fiir 0 <t < 27

den Einheitskreis.

Der Zeiger z = et w =2nf, f =3, durchlduft den Kreis in einer Sekunde 3-mal,

weil [0,1] 22 [0,27-3] — OOO.
Der Zeiger z = e~ dreht im Uhrzeigersinn ().

In G(w) ist w die freie Variable, d.h.
die Rotationsfrequenz f (Umdrehungen pro s)

des Zeigers g(t)e~2™t kann frei gewihlt werden.
Fiir f = 0,5 ist es 1 Umdrehung in 2s.

Fiir ¢g(t) liegen in 2s 6 Schwingungen vor.

Das erklart die nebenstehende Grafik.

4

1 .
Das Integral 1 / g(t)e ™t dt gibt einen mittleren
0

Funktionswert (Lage des Schwerpunkts) an.

Fiir f = 0,5 ist es offensichtlich der Ursprung.

T © Roolfs
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siehe: Video



https://www.youtube.com/watch?v=spUNpyF58BY

Untersuchen wir die Situation fiir g(¢) = 0,5sin(3 - 27 (¢t + 0,292)) + 0,5 sin(2 - 27t) + 1,
zusammengesetzt aus Funktionen mit 3 Hz und 2 Hz, fiir 0 <t <4, 0 sonst.

YA

~
I
w

AN

[
w

|
Il
b

Y

=2

f =206

NV

Y

N

T © Roolfs
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1,0 +

0,8
0,6 -
0,4 -
0,2-
T T T T T 1 7
1 2 3 4 5 6
Die urspriinglichen Frequenzen sind hier zu erkennen, fmg = fl + fg.
Lassen wir den Faktor vor dem Integral weg und erweitern den Integrationsbereich,
5 .
z.B.: f— / g(t)e 2 it qt,
-5
6 5 45 6

Es verwundert nicht, dass die Fourier-Transformierte (Integrationsbereich ganz R)
einer periodischen Funktion zu einer Summe von Dirac-Funktionen fiihrt.

T © Roolfs
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+ Amplituden-Phasen-Notation

AY
T
Die Fourier-Reihe
o
f(t) =3+ Z [an cos(nwt) + by, sin(nwt)]|, w = 2%
n=1

kann als Summe phasenverschobener Kosinusfunktionen dargestellt werden.
o0
f(t) = % + Z(An cos(nwt — ¢p)), Ao =ag
n=1

Jede Frequenz wird dann nur durch eine Fourierkomponente erfasst.
Neben einem Amplitudenspektrum gibt es ein Phasenspektrum.
Fiir die Umrechnung der Koeffizienten wird ein Additionstheorem bendétigt.

cos(kt — ) = cos(kt) cos(—¢) — sin(kt) sin(—¢) =
Acos(kt — ¢) = acos(kt) + bsin(kt)
a = Acos(—p) = Acos(p)
b = —Asin(—p) = Asin(p)

a2 + b2 = Ay/cos?(p) +sin®(p) = A A>0
Dann ist A, = Va2 +b2
arctan Z—” wenn a, > 0
¢on = arccos 4 = arcsin f‘—” =
" " arctan Z—" +7 wenn a, <0

Wird der Winkel ¢, in Form des Arkustangens angegeben, so ist im Gegensatz zur Berechnung
iiber den Arkuskosinus oder Arkussinus eine Fallunterscheidung erforderlich, da die Tangensfunktion
nur m-periodisch ist. ¢, zeigt in den Quadranten, in welchem auch der Punkt (ay, b,) liegt.

T © Roolfs
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Z cos(nt) + = sm(nt)]

3
—

f@) (\/_/n cos(nt—arccos(l/\/_)))

tnqg

3
Il
—

YA
34
9
1- n =10
1 2 3 >t
-1
© Roolfs
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+ Konvergenz einer Fourier-Reihe

n

sn(z) =5+ [ay cos kx + by sin kx|
k=1
\Y

ap = %/f(t)dt 2 [\\/ \//\ AVZ

S N

1 ..
ak:;/f(t)cosktdt fir k>1 T 2‘ ] 1 : Y
b = 1 / F(t) sin kt dt A &y

—T

Zu vermuten ist, dass die Teilsummen s, (z) gegen f(z) (punktweise) konvergieren,
fz+0)+ f(z-0)

genauer an den Nahtstellen gegen , dem Mittelwert des rechtsseitigen

und linksseitigen Grenzwerts. Der Graph verlduft an den Nahtstellen mittig.

Zum Nachweis werden zunéchst die Integralausdriicke von a; und by in s, eingesetzt
und die Summe zu einem Integral zusammengefasst. Die Integrationsvariable wurde in ¢ umbenannt,
um nicht mit x in s,(z) zu kollidieren.

™

n
sn(z) = %/f(t) [ % + Z (cos kt cos kz + sin kt sin kx)] dt
e k=1
7'(' n
= %/f(t) [ % + Z cos k(t — x)] dt Additionstheoreme
o k=1
sin(2n + 1) t_Tm
2sin t—Ta:
. . . 1 sin(2n + 1)%
Hierbei wurde die Formel 5 tcosa+cos2a+...+cosna = Y E verwendet.
sin =
2
Den rechten Ausdruck kiirzen wir mit D, («) ab und erhalten:
s
1
sn(z) = ;/f(t)pn(t _a)dt
-
Die Funktion D,, heifit n-ter Dirichlet-Kern. Da f und D,, 27-periodisch sind, ist
mT—X ™
sp(z) = %/f(u + ) Dy (u)du = %/f(t + ) Dy (t)dt (Substitution u =t — z)
—TnT—X —T

T © Roolfs
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+ Dirichlet-Kerne

\AM/\ 7
IR

D,(0) :==n+ % (Grenzwert, I’'Hospital)

T © Roolfs
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1 sin(2n+1)%
5 +cosa+cos2a+...+cosnae = ——5—=
251n§

Beweis
il‘ _ . .
€ = Ccosx +1SInx
1 . .
cosr= 5 (e +e ")
sinx:l.(e” — e7i)
21

Der Ubergang ins Komplexe enthiillt die dahinterliegende Struktur.

[1 + eia + e—ioz + ei2a + 6—i2a +. 4+ eina + e—ina]

D[

[14+2cosa+2cos2a+...+2cosna| =

D[

Das ist eine geometrische Reihe mit 2n 4+ 1 Summanden, die von e=*"*% bis €* lauft.
In ihr kommen Potenzen des Faktors e'® vor.
Die Summe einer geometrischen Reihe kennen wir:

—ina (1 _ oi(2n+l)a i(n+1/2)a _ ,—i(n+1/2)a sin(2n + 1)
Dn(a):%e ( 64 )éle - = - = ( 04)2
1 — eie 2 ela/2 _ g—ia/2 2sin 5
Beim Ubergang + wurde mit —e /2 erweitert.
T © Roolfs
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+ Lemma von Riemann

Fiir die Untersuchung der Konvergenz einer Fourier-Reihe ist der Grenzwert

b
lim [ F(x)sin(nz)dr =0

n—-auoo
a

von Bedeutung.

cos wire auch moglich. Die Fourier-Koeffizienten bilden daher eine Nullfolge.
Der Sachverhalt soll hier fiir eine Treppenfunktion veranschaulicht werden.

T © Roolfs
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+ Satz von Dirichlet

Eine Funktion f habe die Periode 27. Ferner seien f und f’ stiickweise stetig, d.h.

weder f noch f’ haben Polstellen und beide haben héchstens endlich viele Unstetigkeitsstellen.

Fiir n — oo gilt:

flz=0)+ f(z+0)
2

sp(z) —

An den Unstetigkeitsstellen (nur Spriinge sind zugelassen) ist also der Wert der Fourier-Reihe
gleich dem arithmetischen Mittel aus dem links- und rechtsseitigen Grenzwert der Funktion f,
sonst stimmt der Wert mit f(x) {iberein.

Mit s, (z) = %/f(t)Dn(t—x) dt

(D,, Dirichletscher Kern) und dem Lemma von Riemann gelingt der Beweis.

Die Beweisidee ist offensichtlich.
Fir f wurde eine Treppenfunktion genommen.
Der Funktionswert von f an der Stelle x = 3 ist ohne Belang.

AY

:;W'v AL

-3
-4
-5
Die Situation erinnert an die Handhabung der Delta-Funktion. m
Mit D, (t) = % + cost+cos2t... ist fiir alle n unmittelbar ersichtlich: % / D,(t)dt =1
Liefert beim Integrieren keinen Beitrag. -7
T © Roolfs
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+ Satz von Dirichlet

Sn(x):%/f(t)Dn(t—:c)dt = aia
Beweis

Sei zunéchst = = 0.
Wir teilen das Integrationsintervall und zeigen:

. 0
: / f@Du(tydt — L9 L / FODatydt — 1O
0 -

Hierzu wenden wir uns der Differenz zu:

L[ Dateyar - 15
0

™

N
Mit %/Dn(t)dt = % — %/f(OJr)Dn(t)dt _ f(g )
0 0

+
kann L (g ) unter das Integralzeichen gezogen werden:
1 foh 1 1 +
L [ropawa - 152 = L [rop.@ar - L [ 100 D,0)d
0 0

= L[ - o) Rz g

2sin%

2
N———

F(t)

ot .
= %/7f(tismf§0 )sm((Qn—f—l)%)dt — 0
0

F(t) wird an der Stelle ¢ = 0 durch seinen Grenzwert ergénzt. Hier gehen die Eigenschaften von f ein.
Jetzt konnen wir das Riemannsche Lemma anwenden und erhalten das Gewiinschte.
* wird analog gezeigt.

Die Aussage wird auf z # 0 mit
sn(z) = %/f(t + ) Da(t) dt

erweitert. f(t + =) wird als Funktion von ¢ betrachtet.
T © Roolfs
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+ Beispiel

—2m —T ' T 2 3T 47 T

N W

—2m —T T 2 3T 47 T

SIS

cos 3T cosHr )

(cosx+ 32 + 52 + ...

=

B
I

vol2
|

Speziell fiir x = 0 folgt:

1 1 1 2
I+ +53+m+...= %

T © Roolfs
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—00
Y
0 9 8 7 6 S5 4 -3 =2 -1 1 3 4 5 6 T 8 9 10
. t
2 1)5
P EICESE
2sin 5
1
(n+35)m . ™ sin((n+2)t
[ g, [,
—(n+35)m -7
Q sin((nJr% )t) sin%
x 2sing )
s
= D, (t) f(t)dt f(0):=1 Grenzwert

Aus dem Satz von Dirichlet (siehe rechts) folgt, dass das Integral gegen 7 strebt.

T © Roolfs
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+ Fejér-Kern

Fiir eine stetige Funktion f muss die Fourier-Reihe nicht gegen f konvergieren, dies erfolgt nur

fast iiberall (Carlson 1966).

Fiir eine Zahlenfolge ag, a1, ..., a, gilt:

ag+ay +...+an
n+1

lim
n—oo

lim a, = a
n—oo

—

= a

Hiervon gilt nicht die Umkehrung.

Diese Uberlegung kann auf die Partialsummenfolge einer Reihe angewendet werden.

Fejér iibertrug sie auf Fourier-Reihen

sp(x) = %—f— Z [ay cos kx + by sin kx|
k=1

und bewies, dass o, ()

so(x) + s1(z) + ...+ sn(2)
n+1

on(x) =

f(z)

gleichméBig gegen f (stetig und 27-periodisch vorausgesetzt) konvergiert.

™

34

1
sk(z) = ;/f(t”)pk(t)dt
-7
™
_ 1 Do(t) + Di(t) + ...+ Da(t)
o) = W/f(ter) s dt
—Tr
Fu(t)
sin? (nt1)t
Fo(t)= ——2—  wird als Fejér-Kern bezeichnet.
2(n + 1) sin? )
in(2k +1)%
Dy (t) = u, E=0...n
2sin 3
Es gilt
(25in £)? Dy (t) = 2sin(2k + 1)L sin & = cos kt — cos(k + 1)t
COST — COS Y = 2sin% sin 45+
Aufsummieren liefert
. 2 1 2 .
(2sin£)" Fu(t) = m(l—cos(n—f—l)t) = n—_H81n2(n+1)% .
sin®z = 5 (1 — cos 2z)
T © Roolfs




+ Fejér-Kern

Die Herleitung von

. 1)t
sin? (ntl)t

F{t)=—2
n(t) 2(n+1)sin2%

wird im Komplexen durchsichtiger:

1 .t .3t . (2n+1)t
F,(t) = —————|sin= +sin%s +...+ sin
n(t) 2(n+1)sin%[ 2 2 2 ]
sin? _(n-gl)t
.t
Sln§

Zur Ermittlung der Summenformel ist das weitere Vorgehen (siehe Dirichlet-Kern) bekannt.

T © TRoolfs

35



+ Fejér-Kerne

n=>~5

3 -2 1 2 37z
AY
6,

n =10

N T 57

D, (0) := n;l (Grenzwert)

1 1
;/Dk(t)dtzl — ;/Fn(t)dtzl

Die Fejér-Kerne F,,(t) bilden daher eine Delta-Funktionenfolge.

Um die (naheliegende) gleichmifBiige Konvergenz von

oula) = & [fesa) B —  f@)

€ ng-méfig nachzuweisen, sind mehrere Abschétzungen erforderlich.

T © Roolfs

36



+ Fourier-Reihe, Herleitung im Komplexen

o0
Die Funktion f habe die Periode T'. Der Ansatz lautet: f(t) = Z cne™t, w= 2?”
n=-—o00
Wir ermitteln die Koeffizienten c,.
o T
f(t) _ Z Cnelnwt | e—imwt’ /
n=—oo 0
T ~ T
/f(t)e_lmm dt = Z cn/em”t ceT et gy / mit Z vertauscht
~
0 n=—00 el(n—m)wt
2 Félle sind zu unterscheiden.
f T
ikwt
—i(n—m)wt _ |& —n—
/6 dt_[ikzw}o k=n—m, k#0
0 k2 0 0
_ e e 1 e ik2r _
T ikw  ikw T ikw iw_o’ € =1

anschaulich evident oder
cos(k2m) +isin(k2mr) =1

Il
N~
S
[
3

T T
/ e in—mjwt gy / 1dt
0 0

Somit verschwinden bis auf den Fall m = n alle Summanden, es gilt:

T T
/f(t) e~ inwt 34 — T — ¢, = %/f(t) e—inwt 44
0 0

Die Umrechnung zu

oo
f(t) = % + Z [an cosnt + b, sinnt]  erfolgt mit:

n=1

CL()/Q z=0 apg = 200
cn =1 (ap,—1ib,)/2 n >0 bzw. ap = Cp+Cop } 00
(a_n+ib_p)/2 n<0 b = i(en — c—p)

Video
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https://www.youtube.com/watch?v=5YbYO8vfpYU

+ Einige Eigenschaften der Fourier-Transformation

Eine auf einem endlichen Intervall T" definierte und periodisch fortgesetzt gedachte Funktion f
kann (unter schwachen Voraussetzungen) in eine Fourierreihe entwickelt werden (Spektralanalyse).
Die auftretenden Sinus- und Kosinus-Frequenzen kénnen im Komplexen zusammengefasst werden.
Das komplexe Frequenz-Spektrum kennzeichnet f in eindeutiger Weise. Ein nicht mehr begrenztes
Periodenintervall, T" — oo, fithrt zur Fourier-Transformierten von f. Das diskrete Spektrum geht
in ein kontinuierliches iiber.

Damit auch periodische Funktionen Fourier-transformierbar sind - das Problem ist das uneigentliche
Integral -, musste der Funktionsbegriff um die Dirac-Funktion (§-Funktion) erweitert werden. Fiir

die Signalverarbeitung (z.B.) ist das von grofler Bedeutung,.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

f(t)+g(t)

[e. 9]

f(t)
cos wot
sin wot

eiwot

o0
inwot
g cpe
n—=—oo

f(t=m7)g(r)dr

—00

flor = [ st tar

7 (8(w + wo) + 6(w — wo))
i (8 + wo) + 0w — o)
278(w — wo)

oo
27 Z cnd(w — nwyp) Fourier-Transformierte

n=—00 einer Fourier-Reihe
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http://groolfs.de/Verschiedenespdf/Dirac.pdf
http://groolfs.de/Verschiedenespdf/Signalverarbeitung.pdf

AY AY

A AT
1\ £ | \flw) = ar (52
. O—. .

-T T t 27r7T w
AY

AY

A
| g(t) = A(a(t+T) — ot — T)) §(w) = 247 20T)
N o—=e

etiwT

+ 7o (w)etT 9., 16., 6(w) nur bei w = 0 ungleich 0
—_———
mé(w)e? = 7o (w)

g(t) o—e AL g ypsin@l)

— —T 0-Funktionen heben sich auf.
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+ Faltung
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Diskrete Fourier-Transformation (DFT), Fast Fourier-Transformation (FFT)
Signalverarbeitung

Startseite
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